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MOVIMIENTO OSCILATORIO ARMONICO
I - Movimiento Oscilatorio Armoénico Simple I

1.-Introduccién

En este capitulo estudiaremos el movimiento que realiza una masa de pequefias dimensiones
unida al extremo libre de un resorte, el cual tiene su otro extremo fijo a un soporte.
Consideraremos que dicha masa puede moverse sobre una superficie horizontal, efectuando, para
el presente andlisis, algunas hip6tesis simplificadoras:

. 1- el resorte tiene masa despreciable.

2- el rozamiento entre dicha masa y la superficie puede considerarse despreciable.

3- la fuerza viscosa del medio también puede considerarse despreciable.

ooy =

Estamos interesados en describir el movimiento de la masa cuando el resorte se ha deformado
bajo la accién de una fuerza exterior que lo estira o lo comprime, y que luego deja de actuar,
dejando que el sistema se mueva libremente.

Supongamos en este andlisis cualitativo que el resorte se ha estirado; sabemos que en este caso
acluard sobre la masa del extremo una fuerza eldstica restitutiva, proporcional a la deformacion.
Esta fuerza hace que la masa tienda a volver a la posicién de equilibrio, pero debido a la
velocidad que tiene al pasar por la misma, continua su movimiento, hasta alcanzar una posicion
simétrica de la inicial (con deformacién); en esta posicién la fuerza eldstica serd de igual valor
que la inicial pero de sentido contrario, lo que hace que el movimiento se repita en forma

periddica.

2.~ Obtencion de las ecuaciones de movimiento

ﬁl‘l De acuerdo a las leyes de la Dindmica, en un analisis
exhaustivo, cuando no presenta deformacién sera:

k .
‘\Wf_ = i
|

S fi=P+Ry =0

£ vP [1]

Si el resorte se estira hasta alcanzar una longitud 1, ademas de las fuerzas anteriores, se lendrd una
fuerza horizontal :

i

Fenkell <L) [2]
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ARy que podremos escribir como:
‘FB L
mil fo=-ki ]
A e —
¢ vP

1 1
con x=1I~/, dirigida hacia la posicién de equilibrio. En este caso se tendra:

L L 1 i r
Y fi=P+R,+f =ma [4]

que se reduce a la componente horizontal :

—kx=ma 3] .
: d*: it
teniendo en cuenta que: a= . A _ [6]
dt dt”
. g d’x
se obtendrd la ecuacién: ~kx=m— [7]
i - d’x -k
que puede escribirse también como: —=—ux (8]

m

Esta es una ecuacion diferencial de 2do .orden homogénea. Resolviendo la misma se obtendrd
x = x(t), que es la ecuacién horaria de este movimiento.

La Matemadtica ensefia a resolver este tipo de ecuaciones; pero teniendo en cuenta que esta
herramienta no se adquiere en el curso de primer afio, trataremos de encarar la solucién de dicba
ecuacidn de una manera mas simple, y quizds algo intuitiva. De la expresion [8] podemos
interpretar que la solucién x buscada debe coincidir con la expresién de su derivada segunda y de
signo opuesto a la misma, pudiendo estar multiplicada por una constante, que en este caso es k/m.

Las funciones que presentan estas caracteristicas son las funciones arménicas seno y coseno. Por
lo tanto, podemos inferir que la solucién debe ser alguna de estas funciones. Para verificarlo,
veremos si se cumple la relacién [8]. Proponemos la solucién:

x(t) = cos t [9]
Pero como el argumento de la funcién arménica debe ser adimensional, el tiempo deberd estar
multiplicado por una constante, que por ahora llamaremos ¢,  y que tendrd dimensiones de

[t]” por otro lado, teniendo en cuenta que x representa una elongacién, y que ésta puede tomar
cualquier valor, deberd generalizarse esta funcién escribiendo:

x(t) =Acos (at) [10]

(181
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Calculando la derivada segunda de esta funcién respecto del tiempo, se obtiene:

dx _ d(Acos(@) _ _ 24 cos(ar) 1]
di” dt”
y reemplazando en [8], se tiene:
> k 12
—o” Acos(at) +—Acos(at) =0 [12]
m
Esto puede escribirse:
it 13
Acos(at)|-a”+—|=0 [13]
m
. .k
Para que esta igualdad se cumpla para todo valor de t, debeser: a” =—
o bien: Cow ik £ [14]
m

Dimensionalmente puede verificarse que:

JE 3 Ay W (15]
m s“mkg

a esta constante k/m la llamaremos pulsacién y la indicaremos con el simbolo w.

2l ﬁ (16,
m

Por lo tanto podemos adoptar como ecuaci6n horaria :

x(t) = A cos(w 1) [17]

donde A representa el valor maximo de la elongacién y la llamaremos amplitud, es decir el objeto
que realiza el MOA va a oscilarentre —A y A.

Pero, con esta expresién, el valor de x para ¢ = 0, serd x(r=0) = A siempre. Sin embargo, sl
quisiéramos considerar otras situaciones iniciales, como la de un resorte inicialmente
comprimido, 0 si queremos empezar a contar el tiempo cuando pasa por la posicion de equilibrio,

la expresién anterior no lo permitiria. Esto también puede resolverse, adoptando como solucién la
expresion mas general:
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x(t) =A cos (wt+@) (18]
siendo:
fase inslantinea p)=wt+ @
fase inicial del movimiento : @

Teniendo en cuenta que la velocidad es:

serd: v(f) = ~wA sen(wt + @) | [19]
o lo que es lo es equivalente:

(1) =-v,_, sen(wt+p)

donde v, =wA es el médulo de la méxima velocidad que alcanza el objeto.

De la misma forma la aceleracién seri:

Con lo que: a(f) = -w*A cos(wt + @) (20]
0 lo que es lo es equivalente:

a(t) = -a,,, cos(wt+@)

donde a,, =w°A es el médulo de la mixima aceleracién que alcanza el objeto.

Si consideramos @ = 0, @ = 1 y A = I podemos representar las tres funciones, posicién,
velocidad y aceleracién en un mismo gréfico. En este caso, dichas expresiones toman la forma:

X()=Acos(wt)=cost (21)
v(t) =-wA sen(wt)= -sent [22]
a(t) = -w’A cos(wt) = ~ cos [23]



i

i
Universidad Tecnoldgica Nucional - Res. Bs As.

F.l',gi'gg[ - 2005
A xyv,a
1 a
(0 a(

0.5

0 gy AZX anf . “

9 4 6 10 12

05 -

4

Ejemplo 1:

Sea la ecuacién de movimiento de un punto material que realiza un Movimiento Oscilatorio
Arménico Simple (MOAS): x(t)=1m cos(?.s"t —%)

Expresar la amplitud, la fase inicial y la fase en funcién del tiempo. Graficar x = x(t)

En este caso:

= 7 =2_II—£ =
A=1m @(t)=2s n y 3

La representacién grafica de la funcién anterior x = x(1), sera:

Ax(m)

G5 :
- o
u L] L] L L] L I'[ ;
4 1 ‘ 2 3 4 5
-05

5
: -1

- =
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Ejemplo 2:

Sea la ecuacién de movimiento de un punto material que realiza vn Movimiento Arménico
Simple: x(f) =1m cos2s™t

Graficar la posicién, velocidad y aceleracién en funcién de la fase.

La posicidn en funcién de la fase wt sera:

1.5 Ax(m)

1 4

0,5

0

10 12

Teniendo en cuenta que la velocidad es de [19] :

v(t) = - wA sen(wt + @)

Para nuestro ejemplo: v(t) = -2 (m/s) sen(Zs"f)

v{m/s)

e

-25

De la misma forma la aceleracion serd de [20]:
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a(t) = - w’A cos(w! + @)

Para nuestro ejemplo: a(f) = -4 (m/s%) sen(zs"z)

5 a(m/s?)

4

. C— 7N

: [! \ == - \\ w
'EI 'é ,i '2 l -If ‘\ é; llé llu— \ ‘1‘2 i
S 7 \

2 N~ X

3.- Expresion del periodo T del movimiento oscilatorio arménico

Teniendo en cuenta lo dicho anteriormente, de que se trata de un movimiento periédico, es
decir, que se repite a intervalos regulares de tiempo, es interesante saber de qué depende el
periodo del mismo, sabiendo que éste serd el tiempo al cabo del cual el cuerpo pasa por una
determinada posicidn y en el mismo sentido.

A partir del grifico de la elongacién, x(t) = A cos (wt +@) y seleccionando un par de
valores del argumento para los cuales el valor de la funcién x es la misma:

R

Para los instantes ¢, y ¢, se cumple que: x(f,) = x (£,), 0 sea:

Acos(wt, +@)=Acos(wt, +@)

siendo t, = t, deberd ser: Wt +@ =0, + @+ 27
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luego w(t,—t) =2n

es decir: wT =2n

serd por lo tanto: T= g [24]
@

y recordando el significado de w, resulta:

T ?.::J% ' (25])

Se observa que el periodo T sélo depende de la masa unida al resorte y de la constante eldstica del
mismo, pero no depende de la amplitud del movimiento.

Ejemplo 3:

A un resorte vertical fijo de un extremo, se le cuelga una masa de 2 kg y se estira 4 cm. Luego se

aparta dicha masa del equilibrio 5 cm y se lo deja oscilar. Hallar la maxima velocidad que alcanza
dicha masa:

Primero calculamos la constante del resorte,

Como la fuerza aplicada al resorte es el peso del cuerpo, entonces:
FPekx=P=mg
Luego:
k="8 _s00
x m

Luego el periodo de este resorte sera:
T= ZTFJ% =0, 4seg

m-z—x--ls,’?seg
T

Y su pulsacidn:

Entonces, de la expresion de velocidad maxima es:

Voo = WA =15,7s"'5cm=78,5cm

&,
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4.- Determinacién de la amplitud A y de la fase inicial del movimiento
Teniendo en cuenta las expresiones vistas:

x(t)=Acos (0 t+9)
y Wt) = ~wA sen(wt+@),

las expresiones de dichas magnitudes para t =0, seran:

x(t=0) =x,=Acos ¢ [26]
y v(t =0)=v, = —wA seng
o bien -2 _Aseng [27]
@

Sumando miembro a miembro los cuadrados de las expresiones [26] y [27], se puede obtener:

2 ”:; 2 2 2
Xy +—5=A" (cos @+ sen (p)
ot

y por lo tanto, sera:

A= |x2 +£‘-— (28]

Y haciendo el cociente de ambas expresiones [26] y [27] se obtendrd :

1gp = _ Y [29]

WX,

Con lo que puede observarse que las constantes A y ¢ dependen de las condiciones iniciales de
posicion y velocidad.

Nota: es importante tener presente que si la funcién propuesta como solucién de la ecuacion
diferencial, hubiera sido x(z) = A sen (w ¢ +@ ), se podria haber verificado la validez de Ia

misma, siguiendo los pasos seguidos con la funcién anterior; sélo se tendra una expresion distinta
para el valor de la fase inicial.
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Ejemplo 4:

Un cuerpo realiza un movimiento arménico simple con un periodo de 0,1z segundos. Si en el
instante inicial su elongacién es de 8 cm y su velocidad es de 3 m/s, obtener la ecuacién x = x(t).

2
Dado que el periodo es T = =< entonces w = % =205

@
Entonces su amplitud seré: | A= x + % ~17cm
\J e
Luego la fase inicial tg@ = ~—2 = 1,875
WX,

Que corresponde a una fase inicial de: —61,9°

Entonces:

x(t)=17cm/s cos(20s™'1-61,9°) .

5.- Relacion entre el movimiento circular uniforme y un movimiento oscilatorio arménico

Si consideramos el movimienio de Y ; punio
material que recorre una circunferencia déffadio A,
por ejemplo, en sentido antihorario, p théndo de
una posicién Po, en la que el radio forma un dngulo
@ con el eje x, su proyeccion sobre el mismo eje
sera:

x,=Acos@ 130}

Cuando el punto se encuentra en otra posicién P(t),
para la cual el radio ha barrido el dngulo w t a partir

sera;

x(t) =Acos(wt+@) [31]

Que es la misma expresién que corresponde a un M.O.A. Si hubiéramos considerado la

proyeccion sobre el eje y, andlogamente, se habria obtenido: y(f) = A sen (w t +@ ), que también
corresponde a un M.O.A.

10

de la posicion inicial, su proyeccién en este caso -
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Es decir, que mientras el punto material recorre la circunferencia con un movimiento circular
uniforme, su proyeccién ya sea sobre el eje x o sobre el eje y, varia su posicién de manera similar
a como lo hace la masa unida al extremo del resorte.

Si proyectamos el vector velocidad sobre el eje x, tendremos la expresion de la velocidad en un
M.O.A. sabiendo que la velocidad en el MCU es Aw.

v, (1) =-wA COS(%—(&MHP)) a

F

v,() =-wA sen(wt + @) [32]

. & i aip > - 1
D¢ la misma manera con la aceleracién, sabiendo que la aceleracién centripeta es Aw’ :

a_(t) = -w’A cos(wt + @) [33])

6.- Energia del movimiento arménico simple

Teniendo en cuenta que el punto material, salvo en los puntos en que la elongacién es mixima,
tiene velocidad distinta de cero, tendrd energia cinética, que estara dada por:

1 4
E.=—mv
c 2'
y siendo v(t) = -Awsen (wt +¢)

Ll ot
resulta: E.= o™ A’sen’ (Wt +@)
(34]
Ademds, por estar la masa unida al resorte, estard sometido a una fuerza restitutiva:
L =-kx

que como sabemos es una fuerza conservativa, por lo tanto, tendrd también una energia potencial
eldstica dada por:

y siendo x(1) =Asen(wt +@)
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resultara: E, =-§-kA1 cos’(wt+@) [35]
Por lo tanto, su energia mecanica: E, = E. + E,
Combinando [34] y [35] seri: E, = -i—m A’sen’ (wt+@)+ —;—k A’ cos’(wt +9)

que se puede escribir:

E, = —12—11;2 [m sen*(wt +@)+k cos® (wt -Hp)]
y recordando que: ‘

k '
w=_|—
m
serd: k=ma’

por lo tanto, resultara:

B =%kA’ [senz(wt +q9)+cos'"'(wt+q;)]

que dari finalmente: E, =

=

kA? [36]

g ‘*,z
Por lo tanto, la energfa mecdnica seri constante para cualquier posicién del punto material y para
cualquier valor de t, siempre que no exista ningdn tipo de fuerzas disipativas.

Si representamos la energia potencial elistica en funcion de x,

AF
E,= 1,2 4
2
se obtendrd una pardbola como muestra la figura. En \ ;
M
1 T P e
Siendo Ey = Ek A’ =cle | é i
o | s
ésta estard representada por la recta paralela al eje i — ;
de abscisas x, de ordenadas: i E i i
; 1 F3 I : %
I 1 1 b

&
®

. g 7Y
-k A
ilig

Esta dltima recta corta a la paribola en dos puntos, correspondientes a las abscisas

12
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x=-|A] y x,= +[4].

En dichos puntos serd E,= -;-!c A’

y por lo tanto resulta E, = E, y serd porlotanto E = 0.
Esta recta de E, = cte también separa el semiplano superior en tres Zonas:

Zona I: cen x <- |4
Zona [T con x > + |4

En estas dos zonas seria E, > E,,, lo que darfa lugar a que E. <0, y por lo tanto la velocidad del
punto material seria imaginaria, Clisicamente esto no es posible, y por lo tanto consideraremos
dichas zonas I y III como zonas prohibidas; concretamente, no podriamos encontrar nunca el
punto material en algun punto de dichas zonas.

" Zonall : con - |4] <x< + |4 3 e

En cualquiera de los puntos correspondientes a dicho intervalo serd E, < E,,, y por lo_ tanto serd
E.> 0; la velocidad tendri valores reales, y por lo tanto esta serd la zona permitida para la

particula durante su movimiento. Puede observarse también que para un punto x, de este
intervalo, la energia potencial

3= 3
E’ —;k.tl'

estard representada por la ordenada de la parbola correspondiente a este punto y la E¢ por la
diferencia de ordenadas entre la que corresponde a E,, y la anterior. Puede verse que E, es nula cn
x = 0y es méxima en x = =|A!; la energia cinética E es mixima en x = 0 y es nula en los puatos
extremos.

Ejemplo 5:

Una masa de 200 gramos unida a un resorte de constante eldstica k = 20 N/m oscila con una

amplitud de 5 cm sobre una superficie horizontal sin rozamiento.

a) Calcular la energia total del sistema y la velocidad maxima de la masa.

b)  Hallar la energia cinética y potencial eldstica del sistema cuando la elongacién sea igual
a3ecm

c) Hallar la velocidad de la masa para el caso anterior.

a) De [36] la energia mecinica total del sistema coincide con la energia potencial en la
amplitud maxima.
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E,=E, =—kA?=0,5200,05"J =0,025J
2

Cuando la Ep es nula es méxima la energia cinética:

Ey =Ec=2mvi, =0,025]
V. = 2_“.3_=0,5£z_
m s

b) £, =%kxz =0,5200,03" J = 0,009 J

E.=E-E,=0,025J-0,097 =0,016 J
L
c) B b =0,016J  luego:

2
gyl

m 5

V=

7.- Péndulo simple

Otro caso importante de movimiento oscilatorio, es
pequefias dimensiones que estd unida a un exiremo de un
despreciable, el que a su vez tiene su otro extremo fijo. Este
sistema es conocido como péndulo simple, y realiza, cuando se lo
separa de la posicién de equilibrio, un movimiento periédico
sobre una trayectoria que es un arco de circunferencia en un plano
vertical, entre los puntos A y A’.

La ecuacién de movimiento para la particula, teniendo en cuenta

que las fuerzas que actian sobre la misma son P (peso) y T
(tensién en la cuerda), serd:

S f=P+T=mb [37]

En este caso conviene descomponer dicha ecuacion en sus
componentes radial y tangencial.

el que describe una masa de
hilo inextensible y de masa

-
s
-g
-
-
-

frmm e

-

ol

En direcci6n radial, y considerando como positivo el seatido hacia el centro (punto fijo), sera:

14
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2

T—-mgcusq:nmvT (38]

De esta ecuacién puede obtenerse la tensién T, que sera:

2

Tnmgcoscp-i-m—i-

Puede observarse que la tensién es maxima cuando e! hilo pasa por la vertical, pues en dicha
posicién ambos términos del 2do. miembro alcanzan su maximo valor.

Para la componente tangencial, sera:
~m g senp =ma, (39]

a partir de la relacién que se verifica en una circunferencia : s =/ @, seri:

ettt [40]
dr~
resultando la ecuacidn:
dp g
= ——SEen
a2 e
[41]

si comparamos esta ecuacién con la del sistema masa-resorte:

£e. &, [42]

Este reemplazo puede efectuarse si sen ¢ = @ , lo que se cumple si los dngulos son pequeiios
(pequeiias oscilaciones).

Si nos limitamos a estos casos, puede decirse que la solucién de [42] serd formalmente similar a
la del resorte, Por lo tanto, podemos escribir:

@t) = @,cos(wt+ q) con = | [43]
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. : 2t ; '
Y sizndo el periodo T = =~ resultard en este caso que:
w

T =2x |—
b4

Expresién vélida s6lo para amplitudes pequeias.

Ejemplo 6:

Dado un péndulo simple,
a) Calcular la longitud de un péndulo cuyo periodo es de 2 segundos?
b) {Cudl seria su periodo en la Luna donde la gravedad es 1,62 m/s*?

a) De la expresidn (44) despejamos /,

I=g L =98 - =0,99m
2z 2.3,1416

b) Si realizamos el cociente entre el periodo de la Tierra y de la luna resulta:

h}i
LN le |93

L - BT =2,46
L o fi Ve, Vn62
&r

Luego: T, =T;.2,46 =2 5. 2,46 = 4,92 segundos

16

[44]
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8.~ Péndulo fisico

Se conoce con este nombre a un cuerpo extenso cualquiera que puede oscilar alrededor de un eje
vertical que no pasa por su baricentro. Cuando se separa dicho cuerpo de la posicién en que el
baricentro pertenece a la vertical que pasa por el punto de suspensién, éste va a tender a volver a
la posicién de equilibrio, moviéndose entre posiciones que, si se puede despreciar todo tipo de
rozamiento, pueden considerarse simétricas.

Este movimiento, puede describirse como una rotacién pura alrededor
del ¢je de suspensién E, siendo la ecuacién caracteristica:

x T b
ZM Oy : (45]

donde el ler. miembro es la suma de los momentos de todas las fuerzas
que actiian, respecto del eje de suspensién, [, es el momento de inercia
del péndulo respecto del mismo punto, y y es la aceleracién angular.
Teniendo en cuenta que las fuerzas que actian son el peso Py la

reaccién en el soporte, se puede ver que el inico momento no nulo serd
el del peso. Luego seri:

-
-

d
-mgd senf -IE-JE

2

debe tenerse en cuenta que el momento del peso, es de tipo restitutivo, y por €so su signo
negativo. Esta ecuacién puede escribirse:

‘ L9 184 ceng [46]
' dr I,

que resulta, como en el caso del péndulo simple, formalmente igual a la del resorte
oscilante, si se consideran amplitudes pequeias, es decir, si resulta vilida la sustitucion

sen Q=@ [47]

En este caso, la ecuacién de movimiento, se puede obtener por similitud con la anterior,
resultando entonces:

@(t) = @,cos(wt+g) [48]

con =
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y por lo tanto su periodo sera:

IE
mgd

T=2xn

[49]

La expresién del péndulo simple puede ser obtenida a partir de ésta. Para ello consideremos el
momento de inercia I, de una particula respecto respecto de su eje de suspension, situado a una
distancia d = [ ; entonces I, = m I’ y asi obtendremos la expresi6n [44]

Ejemplo 7:

L1
Un péndulo fisico consiste en una varilla de loifigitud L =90 cm y masa m, que oscila suspendida
de uno de sus extremos. Hallar

a) el periodo del mismo
b) El perfodo, si ahora se lo suspende desde un punto situado a L/5 por debajo del punto anterior.

a) El momento de inercia de la barra respecto del cje E se calcula por el Teorema de Steiner:

I,=I.+md* =-Z'—mL3+m(£) =
12 2 3

e

-

Aplicando la expresién (49)

e m———— e e o el T

b) Si se cambia el punto de suspensién la distancia d serd de:

d-£—£-0.3L
2 S

I, =1 +md* = -E;m *+m(0,3L) =0,163m L’

Fudn bth uidy FAROWE s
mgd mg 0,3L

P——————— P LT

13
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II - Movimiento Oscilaterio Amortiguado

En los casos tratados anteriormente, se supuso despreciable todo tipo de rozamiento; de

esta manera, las amplitudes resultan constantes, y tedricamente el sistema oscilante, se moveria
indefinidamente sin reducir la amplitud.

En la realidad, sabemos que esto no ocurre, pues ademds de las fuerzas consideradas estardn
presentes fuerzas viscosas o que dan lugar a otro tipo de interacciones de rozamiento.
Analizaremos cémo se modifican las expresiones anteriores si consideramos, en el caso del
sistema masa-resorte la accién de una fuerza viscosa que puede ser producida por el aire u otro
fluido en el cual se encuentra el sistema (representado en la figura por un émbolo lleno de un

liquido viscoso).
| k
m

Teniendo en cuenta que:

ey (50]

la ecuacién de Newton, serd entonces para la componente horizontal:

~kx- k,-@-a m d'f
dt dt”

resultando la ecuacién diferencial :

L (51]
diZ mdt m

que resolveremos utilizando el método matemdtico correspondiente a este tipo de ecuaciones.

Haciendo la sustitucién:

26

k
m
2]

k 2
y recordando que — ="
. m
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resulta:

d*x dx 2
=428 —+a0*x =0 53
y; + ~ +W x [33]

que es la ecuacién diferencial del movimiento. Se trata de una ecuacién de 2do. orden,
homogénea y completa.

Se propone como solucién la funcién: |
x(t) = Ae™ [54]
las derivadas Ira. y 2da. de dicha funcién ser'{ui:

E“.t_(i-). =ade™ y dzx(’t)

- a*Ae™

y reemplazando en la ecuacién diferencial, sera:

a*Ae” +20 aAe™ +w’Ae” =0 [55]
o bien:

Ae” (a3 +28a +mz)=-0
que para que la igualdad a 0 sea vilida siempre, debe ser:

a’+28a+w’ =0 (56]
es decir, debe resolverse la ecuacién de 2do. grado en @ , que sera:

a=-82\8 -0* [57)

es decir, la solucién propuesta serd solucién de la ecuacién diferencial siempre que adopte los

valores:
= =8 +8* - (58]
oy = ~8 -8 -0 [59]

por lo que las soluciones vilidas serdn para estos casos:

x (1) =A™ y x,(0) = 4, €' (50
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Pero si se tienen dos o mds funciones que son soluciones de una ecuacién diferencial, se puede

demostrar que una combinacién lineal de las mismas, también serd solucién. Por lo tanto,
adoptaremos:

x()=Ae™ +A, ™ ' (61]

Esto da lugar a distintos tipos de movimiento, dependiendo del valor del discriminante §° - w*

Los casos que pueden presentarse son:
a) si 6=0, %-zm osea @,=%iw
en este caso se obtienen raices ¢« y a, que son conjugadas complejas, y serd:
x(f)=A e +A e [62]

Para obtener una expresién més simple, puede hacerse la siguiente sustitucion:

A =Be”
con By @ constantes y
A, =Be®
y reemplazando:
x(t) = B"“"*? 4 B [63]

que dard como expresién final:

x(t) =Acos(wt+@) [64]

Esta expresién es la que habfamos obtenido para el caso de un M.O.A. sin amortiguamiento,
siguiendo, como se vio un camino mas simple pero menos general.

Este dltimo desarrollo corresponde al método matemdtico general para resolver este tipo de
ecuaciones diferenciales.
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. 2 - = = s y
b) si 6®<w®,seri 6’—w® imaginario, que puede escribirse como:

'\/151—!1)2: \/-—(wl—ﬁl)= l-sz__az

y haciendo

N =62 =0’ [65]
(w’ : pulsacién del resorte amortiguado), las soluciones de la ecuacion de 2do. grado serdn:
a,=-0=iw
y la solucion de la ecuacién diferencial seré:
3(E) = A, €99 4 (LAY [66)

o bien:

x(t) =e™" (A, e + A, e'i”’") [67]

la expresién del paréntesis es similar a la del caso a), con el reemplazo de w por w’; por lo taato,
la misma puede escribirse también como A cos (@t +¢ ). Por lo tanto la solucién serd:

x(f) = Ae™' cos(w’t + @)

La representacion grafica de esta ecuacién horaria es de la forma:
AX

P
o
N~
k
vﬁ
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Presenta como diferencia importante, respecto del caso sin amortiguamiento que la amplitud ao
es constante, sino que disminuye exponencialmente en el tiempo, siendo el factor exponencial
con que decae la amplitud, dependiente de la constante viscosa del medio.

Es necesario tener en cuenta que no siendo constante la amplitud, no puede considerarse como

periodo el tiempo al cabo del cual la elongacién vuelve a ser médxima, pues un méiximo de orden
(n +1) es menor que el de orden n.

En este caso Hamaremos pseudo periodo a : T= %’r— [68]
c)si 6= ,serd 6 —w =0
l‘uegolas édlﬁtioucs de la ecuacién de 2do. grado serdn iguales: *
a,,=-0
y por lo tanto la ecuacién horaria serd:
x(f) = Ae®! [69]

que corresponde al movimiento amortiguado critico; este movimiento no es oscilatorio; después
de deformado el resorte, éste tiende a volver a la posicién de equilibrio, sin alcanzarla totalmente.

La representacién grifica es:

AX
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d) si 0 >w,entonces 8 -w® esreal

y las soluciones de la ecuacién de 2do. grado seran:

&, =-8% 6" -0 = o, ==-06=% 61}1—%

y haciendo B=1-—

y la ecuacidn horaria:
x(t)m(ALe”' +A2e'”')e"” [70]

que da lugar a lo que se conoce como movimiento sobreamortiguado, que tampoco es oscilatorio;
el resorte tiende a volver a la posicién de equilibrio, pero més lentamente que en el caso c).

Ax
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